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静弾性解析 

 

 

１. 定式化と離散化の概要 

 

１．１ 線形弾性体の定式化 

 

Fig.1 に示される線形弾性体の境界値問題を考える．ただし，微小変形を仮定する．Fig.1

において，N を次元数とすると， N   は有界領域であり， はその境界である．ここ

で， d は変位境界条件が与えられる境界， t は応力境界条件が与えられる境界である． d

と t の間には， d t    および d t    の関係が成り立つとする． 

 

 

Fig.1 Boundary value problem of linear elastic material 

 

 

関数空間 1
dV { | ( ) , on }NH    v v v u を考えると，線形弾性体の境界値問題は [B] の

ように記述される． 

[B] 以下を満たすような変位 Vu を求めよ． 

(平衡方程式) 

0 in   b  
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(ひずみ-変位の関係式) 

  T1
( )

2
   u u                                               (1.c) 

(境界条件式) 

 don u u                                             (1.d) 

ton

 
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t


                                                   (1.e) 

ただし，右上添え字 T はテンソルの転置であることを意味する．また，は座標 x でのナ

ブラ， は応力テンソル，は密度， bは単位質量当たりの体積力，  は微小ひずみテン

ソル， I は恒等テンソル，W は弾性ポテンシャル関数，C は 4 階の弾性テンソル，Young

率 E と Poisson 比 を用いると， Lamé 定数，は 

(1 ) (1 2 )

E
 


 

                                                (2.a) 

 
2(1 )

E





                                                   (2.b) 

である． 

 次のエネルギー最小問題 [M] を考える． 

[M] 以下を満たすような変位 Vu を求めよ． 

( ) ( ) V   u v v                                          (3.a) 

t

( ) ( )W d d d
  

         v v t v b v                              (3.b) 

関数空間 1
dM { | ( ) , on }NH      0u u u を定義すると，  v u u となる変分量

M u が存在する．ここで，変分量 

( ) ( )    u u u                                           (4) 

と停留条件 

0                                                                (5) 
を考えると， 
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が得られる．よって，エネルギー最小問題 [M] は，以下の仮想仕事の原理 [V] と等価で
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ある． 

[V] 以下を満たすような変位 Vu を求めよ． 

     
t

: Md d d    
  

          t u b u u                   (7) 

ただし， 

 T1
( )

2
     u u                                                (8) 

である． 

さらに，式 (8) を式 (7) の左辺に代入すると 

    

 

t

T1
: : ( )

2

: ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

d d

d

d d

d d

d d

  



 

 

 

 



 

 

 

     

  

        

        

        

 

 
 
 


u u

u

u u

n u u

n u u

  



 

 

 

                           (9) 

と式変形できるため， 

in  b                                                    (10.a) 

ton  n t                                                      (10.b) 

が得られる．よって，仮想仕事の原理 [V] と境界値問題 [B] は等価である． 

以上より，境界値問題 [B]，エネルギー最小問題 [M]，仮想仕事の原理 [V] は等価であ

る．仮想仕事の原理 [V] は境界値問題 [B]より解の微分可能性に対する要求が弱くなるた

め，弱形式と呼ばれる．それに対して，境界値問題 [B] は強形式と呼ばれる． 

 

１．２ 線形弾性体の離散化 

 

 有限要素法による離散化式は，式 (7) の仮想仕事の原理 [V] を 

e

e

d d
 
                                                        (11) 

のような有限要素 e によって分割することによって求まる．以下では，Fig.2 に示されるよ

うな 3 次元六面体 8 節点要素を考える．各要素での節点数を 8 であるため，各要素での補

間関数と写像関数は 

8
( ) ( )

1

N  



 u u                                                          (12.a) 

8
( ) ( )

1

N  



 x x                                                         (12.b) 
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のように書くことができる． 

 

 

Fig.2  8-node hexahedral element 

 

 

式 (7) の左辺は，式 (11) より 
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のように式変形できる． 

式 (1.b) より 

2

2

2
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zx zx
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D                                                          (14) 

の関係が成り立つ．ただし，Dマトリックスは 
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である．また，式 (1.c) より 
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であり，列ベクトル eu は 
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 T(1) (1) (1) (2) (2) (2) ( ) ( ) ( ) (8) (8) (8)e
x y z x y z x y z x y zu u u u u u u u u u u u  u                     (18) 

である．さらに，式 (12.a) より 

x

e
y

z

u

u

u

 
   
 
 

N u                                                              (19) 

の関係が成り立つ．ただし，N マトリックスは 
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( ) ( )
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N

N

N



 


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 
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 
 

N ，  (1) (2) ( ) (8)N N N N N                         (20) 

である． 

 式 (13) は，式 (14) と式 (16) より 

 

T

T T

T

: 2 2 2
2

2

2
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δ
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e
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e

e e

e

e e e

e

d d

d

d
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
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



 


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 
 
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 
 
 

 

 



 



 


D

B u D B u

u B D B u

u K u

 

       (21) 

のように式変形できる．ただし， eK は要素剛性マトリックスであり， 

T
e

e d


 K B D B                                                     (22) 

である．全体剛性マトリックスをK とすると，式 (21) は 

T Tδ δ e e e

e

 u K u u K u                                                  (23) 

のように書くことができる．ただし，総節点数を N とする列ベクトルuは 

 T1 1 1 2 2 2 I I I N N N
x y z x y z x y z x y zu u u u u u u u u u u uu                                (24) 

である．式 (18) は各要素で付けられた通し番号であるが，式 (24) は全体で付けられた通

し番号である． 

式 (7) の右辺は，式 (19) より 
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T T

T T T T
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
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(25) 

のように式変形できる．ただし， ef は要素外力ベクトルであり， 

T T
e e

x x

e
y y

z z

t b

t d b d

t b


 

   
         
   
   

 f N N                                      (26) 

である．全体外力ベクトルを f とすると，式 (25) は 

T Tδ δ e e

e

u f u f                                                       (27) 

のように書くことができる． 

 式 (23) と式 (27) より，有限要素法による離散化式 

K u f                                                                (28) 

を得ることができる． 

 

 

１．３ 非適合要素による線形弾性体の離散化 

 

 Wilson ら (1973) が提案した要素[1]は，各要素で曲げ変形を表現可能な関数を式 (12.a) の

補間関数に付加した要素である．このような要素は，要素境界で関数が不連続となり，非

適合要素と呼ばれる．以下では，Wilson ら (1973) が提案した非適合要素を用いて，離散化

式を求める． 

式 (19) を次式のように置き換える． 

 
x

e e
y

z

u

u
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 
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ただし， 
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であり，列ベクトル ea は曲げ変形を表現するために追加される自由度 
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である．すると，式 (16) は 
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のように変更される．ただし， 
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である．式 (13) は，式 (14) と式 (31) より 
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 



 

 

 
 
 
 
   
 
 
 
 
 

   

   

   

 
  

 

 



  

 

D

B u G a D B u G a

u B D B u B D G a

a G D B u G D G a

K Ku

a K K

 

aa

e

e e
e

   
       


u

a

         (33) 

のように式変形できる．ただし，
uu
eK ，

ua
eK ，

au
eK ，

aa
eK は要素剛性マトリックスであり， 

T
uu

T
ua

T
au

T
aa

e

e

e

e

e

e

e

e

d

d

d

d









  

  


 


 






K B D B

K B D G

K G D B

K G D G

                                      (34) 

である． 

 式 (33) と式 (35) より，有限要素ごとの離散化式 

uu ua u

au aa

e e e e

e e e

     
          

K K u f

0K K a
                                                  (35) 

を得ることができる．式 (35) より 
1

aa au
e e e e a K K u                                                      (36) 

であるから，列ベクトル ea を消去することができる．この式変形は，静的縮約と呼ばれる．

すると， 

T Tδ δe e e e e

e e

 u K  u u f                                                 (37) 

となり，式 (28) が得られる．ただし， 
1

uu ua aa au
e e e e e K K K K K                                                (38.a) 

u
e ef f                                                               (38.b) 

である． 
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要素形状が平行六面体でない場合 (要素内で共変基底ベクトルが一定でない場合)，一定

応力状態で e a 0となるため，Wilson ら (1973) が提案した非適合要素はパッチテストを通

らない．そこで， Taylor ら (1976) は 

T =
e

d


 G O                                                           (39) 

のような条件を課すことによって，パッチテストを通すことを可能にしている[2]． 

FrontISTR では，微小変形弾性解析の場合，式 (39) の条件を課した Wilson らの非適合要

素を採用している． 

 

 

２. 各サブルーチンの解説 

 

 微小変形静弾性解析において，3 次元六面体 8 節点要素を使用する場合を考える． 

D マ ト リ ッ ク ス を 計 算 す る サ ブ ル ー チ ン は lib/physics/ElasticLinear.f90 の

m_ElasticLinear :: calElasticMatrix()と lib/physics/calMatMatrix.f90 の m_MatMatrix :: 

MatlMatrix()， 

B マ ト リ ッ ク ス を 計 算 す る サ ブ ル ー チ ン は lib/static_LIB_3dIC.f90 の

m_static_LIB_3dIC :: STF_C3D8IC()， 

要素剛性マトリックス eK の計算を行うサブルーチンは， analysis/static/static_ 

mat_ass_main.f90 の m_static_mat_ass_main :: FSTR_MAT_ASS_MAIN()と m_static_mat_ 

ass_main :: FSTR_LOCAL_STF_CREATE() 

である．以下では，これらのサブルーチンについて解説する． 

 

２．１ lib/physics/ElasticLinear.f90 の m_ElasticLinear :: calElasticMatrix() 

 

lib/physics/ElasticLinear.f90 のモジュール m_ElasticLinear の概要を Fig.3 に示す．また，モ

ジュール m_ElasticLinear のメンバであるサブルーチン calElasticMatrix()の概要を Fig.4 に示

す． 

 

２．２ lib/physics/calMatMatrix.f90 の m_MatMatrix :: MatlMatrix() 

 

lib/physics/ calMatMatrix.f90 のモジュール m_MatMatrix の概要を Fig.5 に示す．また，モジ

ュール m_MatMatrix のメンバであるサブルーチン MatlMatrix()の概要を Fig.6 に示す． 

 

２．３ lib/static_LIB_3dIC.f90 の m_static_LIB_3dIC :: STF_C3D8IC() 
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lib/static_LIB_3dIC.f90 のモジュール m_static_LIB_3dIC の概要を Fig.7 に示す．また，モジ

ュールm_static_LIB_3dICのメンバであるサブルーチンSTF_C3D8IC()の概要をFig.8に示す． 

 

２ ． ４  analysis/static/static_mat_ass_main.f90 の m_static_mat_ass_main :: 

FSTR_MAT_ASS_MAIN()と m_static_mat_ass_main :: FSTR_LOCAL_STF_CREATE() 

 

analysis/static/static_mat_ass_main.f90 のモジュール m_static_mat_ass_main の概要を Fig.9 に

示す．また，モジュール m_static_mat_ass_main のメンバであるサブルーチン

FSTR_MAT_ASS_MAIN() の 概 要 を Fig.10 に 示 し ， サ ブ ル ー チ ン FSTR_LOCAL_ 

STF_CREATE()の概要を Fig.11 に示す． 
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モジュール名：m_ElasticLinear 

線形弾性体の D マトリックスを計算するモジュール 

 

 使用する他のモジュール 

・mMaterial 

    材料物性の情報を管理するモジュール 

 

 

 メンバ変数 

・整数型  kreal 

   実数型の種別値 
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 メンバ関数 

・サブルーチン  calElasticMatrix() 

3 次元問題，平面ひずみ問題，平面応力問題，軸対称問題の D マトリッ

クスを計算するサブルーチン 

・サブルーチン  calElasticMatrix_ortho() 

直交異方性がある場合，3 次元問題の D マトリックスを計算するサブル

ーチン 

・サブルーチン  LinearElastic_Shell() 

シェル要素を使用する場合，埋め込み座標系成分の D マトリックスを計

算するサブルーチン 

 

 

Fig.3  Collaborator and Responsibility of m_ElasticLinear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

サブルーチン名：calElasticMatrix() 

 3 次元問題，平面ひずみ問題，平面応力問題，軸対称問題の D マトリックスを 

計算するサブルーチン 

 

 引数 

 ・構造体(tMaterial)  matl 

材料に関連するデータ 

・整数型  sectType 

  問題の種類 (3次元問題/平面ひずみ/平面応力問題/軸対称問題)  

・実数型  D(:, :) 

    Dマトリックスの成分 
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・実数型  temp (省略可能)  

  温度 

 

 上位 

・サブルーチン  m_MatMatrix :: MatlMatrix() 

・サブルーチン  mCreep :: iso_creep() 

・サブルーチン  m_ElastoPlastic :: calElastoPlasticMatrix() 

・サブルーチン  mViscoElastic :: calViscoelasticMatrix() 

 

 下位 

・サブルーチン：m_table :: fetch_TableData() 

 

 

Fig.4  Arguments and associated subroutines of m_ElasticLinear :: calElasticMatrix() 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

モジュール名：m_MatMatrix 

各材料の D マトリックスを計算するサブルーチンを呼ぶモジュール 

 

 使用する他のモジュール 

・mMaterial 

    材料物性の情報を管理するモジュール 

・mMechGauss 

Gauss積分点の情報を管理するモジュール 

・m_ElasticLinear 

  線形弾性体の D マトリックスを計算するモジュール 

・mHyperElastic 
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  超弾性体の 4 階の弾性テンソルCを計算するモジュール 

・m_ElastoPlastic 

  弾塑性体の D マトリックスを計算するモジュール 

・mViscoElastic 

  粘弾性体の D マトリックスを計算するモジュール 

・mCreep 

  クリープを考慮した剛性マトリックス eK を計算するためのモジュール 

・mUElastic 

  ユーザ定義の弾性体の D マトリックスを計算するモジュール 

・mUmat 

  ユーザ定義の材料の D マトリックスを計算するモジュール 

 

 メンバ変数 

・整数型  kreal 

   実数型の種別値 

 

 メンバ関数 

・サブルーチン  getNlgeomFlag() 

     未使用のサブルーチン 

・サブルーチン  MatlMatrix() 

     各材料の D マトリックスを計算するサブルーチンを呼ぶサブルーチン 

・サブルーチン  StressUpdate() 

     各材料の応力とひずみを計算するサブルーチンを呼ぶサブルーチン 

・サブルーチン  mat_c2d() 

材料が超弾性体の場合，4 階の弾性テンソルを問題の種類 (3 次元問題/

平面ひずみ/平面応力問題/軸対称問題) に応じた D マトリックスに変換

するサブルーチン 

・サブルーチン  MatlMatrix_Shell() 

   シェル要素を使用する場合，各材料 (現バージョンでは，線形弾性体のみ)

の応力とひずみを計算するサブルーチンを呼ぶ サブルーチン 

・サブルーチン  mat_c2d_Shell() 

     シェル要素を使用する場合，4 階の弾性テンソルを D マトリックスに変換

するサブルーチン 

 

 

Fig.5  Collaborator and Responsibility of m_MatMatrix 
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サブルーチン名：MatlMatrix() 

 各材料の D マトリックスを計算するサブルーチンを呼ぶサブルーチン 

 

 引数 

 ・構造体(tGaussStatus)  gauss 

Gauss積分点に関連するデータ 

・整数型  sectType 

  問題の種類 (3次元問題/平面ひずみ/平面応力問題/軸対称問題)  

・実数型  matrix(:, :) 

    Dマトリックスの成分 

・実数型  dt 

    時間増分 
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・実数型  cdsys(3, 3) 

  直交異方性がある場合に使用する座標系 

・実数型  temperature (省略可能)  

  温度 

 

 上位 

・サブルーチン  m_static_LIB_2d :: STF_C2() 

・サブルーチン  m_static_LIB_2d :: UPDATE_C2() 

・サブルーチン  m_static_LIB_2d :: UpdateST_C2() 

・サブルーチン  m_static_LIB_3d :: STF_C3() 

・サブルーチン  m_static_LIB_3d :: TLOAD_C3 () 

・サブルーチン  m_static_LIB_3d :: UPDATE_C3() 

・サブルーチン  m_static_LIB_3d :: UpdateST_C3() 

・サブルーチン  m_static_LIB_3dIC :: STF_C3D8IC() 

・サブルーチン  m_static_LIB_3dIC :: UpdateST_C3D8IC() 

・サブルーチン  m_static_LIB_C3D8 :: STF_C3D8Bbar() 

・サブルーチン  m_static_LIB_C3D8 :: Update_C3D8Bbar() 

・サブルーチン  m_static_LIB_C3D8 :: TLOAD_C3D8Bbar() 

 

 下位 

・サブルーチン m_MatMatrix :: mat_c2d() 

・サブルーチン mUElastic :: uElasticMatrix() 

・サブルーチン mViscoElastic :: calViscoelasticMatrix() 

・サブルーチン m_ElasticLinear :: calElasticMatrix() 

・サブルーチン m_ElasticLinear :: calElasticMatrix_ortho() 

・サブルーチン mHyperElastic :: calElasticMooneyRivlin() 

・サブルーチン mHyperElastic :: calElasticArrudaBoyce() 

・サブルーチン m_ElastoPlastic :: calElastoPlasticMatrix() 

・サブルーチン mUmat :: uMatlMatrix() 

・サブルーチン mCreep :: iso_creep() 

 

 

Fig.6  Arguments and associated subroutines of m_MatMatrix :: MatlMatrix() 
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モジュール名：m_static_LIB_3dIC 

3 次元六面体 8 節点要素 (非適合要素) の場合，B マトリックスおよび 

要素剛性マトリックス eK を計算したり，Gauss積分点における応力とひずみを 

計算したりするモジュール 

 

 使用する他のモジュール 

・hecmw 

    HECMW のモジュール 

・m_utilities 

  補助的なサブルーチンや関数を集めたモジュール 

・elementInfo 

  要素の情報を管理するモジュール 

・mMechGauss 

 



2013 年 5 月 22 日 
第 3 回 FrontISTR 研究会 

18 
 

Gauss積分点の情報を管理するモジュール 

・m_MatMatrix 

  各材料の D マトリックスを計算するサブルーチンを呼ぶモジュール 

 

 メンバ変数 

・整数型  kreal 

   実数型の種別値 

 

 メンバ関数 

・サブルーチン  STF_C3D8IC() 

     3 次元六面体 8 節点要素 (非適合要素) の場合，B マトリックスおよび要

素剛性マトリックス eK を計算するサブルーチン 

・サブルーチン  UpdateST_C3D8IC() 

     3 次元六面体 8 節点要素 (非適合要素) の場合，Gauss 積分点における応

力とひずみを計算するサブルーチン 

 

 

Fig.7  Collaborator and Responsibility of m_static_LIB_3dIC 

 

 

 

サブルーチン名：STF_C3D8IC() 

 3 次元六面体 8 節点要素 (非適合要素) の場合，B マトリックスおよび要素剛性マトリ

ックス eK を計算するサブルーチン 

 

 引数 

・整数型  etype 

    要素タイプ 

・整数型  nn 

    各要素の節点数 (nn=8)  

・実数型  ecoord(3, nn) 

    各要素の節点座標 

 ・構造体(tGaussStatus)  gausses(:) 

Gaussの積分点に関連するデータ 

・実数型  stiff(:, :) 
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    要素剛性マトリックス eK  

・実数型  nddisp(3, nn) 

    各要素の節点変位 eu  

・実数型  ehdisp(3, 3) 

    各要素の節点自由度 ea  

 

 上位 

・サブルーチン  m_fstr_Update :: fstr_Update3D() 

・サブルーチン  m_static_mat_ass_main :: FSTR_LOCAL_STF_CREATE() 

 

 下位 

・サブルーチン：elementInfo :: getJacobian 

・サブルーチン：m_MatMatrix :: MatlMatrix () 

・サブルーチン：elementInfo :: getQuadPoint () 

・サブルーチン：elementInfo :: getGlobalDeriv () 

・サブルーチン：elementInfo :: getWeight () 

・サブルーチン：m_utilities :: calInverse () 

 

 

Fig.8  Arguments and associated subroutines of m_static_LIB_3dIC :: STF_C3D8IC() 

 

 

モジュール名：m_static_mat_ass_main 

全体剛性マトリックスK を計算するモジュール 

 

 使用する他のモジュール 

・m_fstr 

    FrontISTR の基本情報を管理するモジュール 

・m_static_lib 

  静解析で必要となるモジュール群 (補助的なサブルーチンや関数を集めた

モジュール，B マトリックスおよび要素剛性マトリックス eK を計算した

り，Gauss 積分点における応力とひずみを計算したりするモジュール，線

形ソルバーの情報を管理するモジュール) を使用するモジュール 

・mMechGauss 

Gauss積分点の情報を管理するモジュール 
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 メンバ変数 

なし 

 

 メンバ関数 

・サブルーチン  FSTR_MAT_ASS_MAIN() 

     全体剛性マトリックスK を計算するサブルーチン 

・サブルーチン  FSTR_LOCAL_STF_CREATE() 

     各要素タイプの要素剛性マトリックス eK を計算するサブルーチンを呼ぶ

サブルーチン 

 

 

Fig.9  Collaborator and Responsibility of m_static_mat_ass_main 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

サブルーチン名：FSTR_MAT_ASS_MAIN() 

全体剛性マトリックスK を計算するサブルーチン 

 

 引数 

・構造体(hecmwST_matrix) hecMESH 

    HECMWが管理するメッシュのデータ 

・構造体(hecmwST_local_mesh) hecMAT 

    HECMWが管理するマトリックスのデータ 

・構造体(fstr_solid)  fstrSOLID 

    FrontISTRの静解析用データ 

 

 

 上位 

・サブルーチン  fstr_solve_dynamic_explicit() 
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・サブルーチン  fstr_solve_dynamic_implicit() 

・サブルーチン  m_static_mat_ass :: fstr_mat_ass() 

 

 下位 

・サブルーチン：hecmw_mat_clear() 

・サブルーチン：m_static_mat_ass_main :: fstr_local_stf_create() 

・サブルーチン：hecmw_mat_ass_elem() 

 

 

Fig.10  Arguments and associated subroutines of m_static_mat_ass_main :: FSTR_MAT_ 

ASS_MAIN() 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

サブルーチン名：FSTR_LOCAL_STF_CREATE() 

各要素タイプの要素剛性マトリックス eK を計算するサブルーチンを 

呼ぶサブルーチン 

 

 引数 

・構造体(hecmwST_matrix) hecMESH 

   HECMWが管理するメッシュのデータ 

・整数型 ndof 

   各節点の自由度数 

・整数型 ic_type 

   要素タイプ 

・整数型 icel 

   要素番号 
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・実数型 xx(:), yy(:), zz(:) 

   各要素の節点座標 

・構造体(tGaussStatus)  gausses(:) 

Gaussの積分点に関連するデータ 

・整数型 iset 

   問題の種類 (3次元問題/平面ひずみ/平面応力問題/軸対称問題) 

・実数型 stiffness(:, :) 

要素剛性マトリックス eK  

 

 上位 

・サブルーチン  m_static_mat_ass_main :: FSTR_MAT_ASS_MAIN() 

 

 下位 

・サブルーチン m_static_LIB_2d :: STF_C2() 

・サブルーチン m_static_LIB_1d :: STF_C1() 

・サブルーチン m_static_LIB_3dIC :: STF_C3D8IC() 

・サブルーチン m_static_LIB_3d :: STF_C3() 

・サブルーチン m_static_LIB_shell :: STF_Shell_MITC() 

・サブルーチン m_static_LIB_beam :: STF_Beam() 

・サブルーチン hecmw_abort() 

 

 

Fig.11  Arguments and associated subroutines of m_static_mat_ass_main :: FSTR_LOCAL_ 

STF_CREATE 

 


